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Riassunto. In questa.nota esporrò alcuni risultati che ho ottenuto recentemente 
sull’esistenza di stati fondamentali per la seguente equazione: 


(G) : Sk(V?u(2)) +(-1)°'g(IlVu(2)I[°)f(u(2)) =0, 7 € R°, 


dove k è un numero intero tale che 1 < k < n. Uno stato fondamentale per (G) 
è una funzione di classe C? su tutto R", non-negativa, infinitesima all'infinito, 
soluzione classica non-banale dell’equazione (G). 


Abstract. In this note I shall esplain some results I recently achieved about the 
existence of ground states for the following equation: 


(G) : Sk(V?u(2)) +(-1)**g(IlVu(2)]°)f(u(2)) =0, 2 € R°, 


where k is an integer such that 1 < & < n. A ground state for (G) is a function of 
class C? defined on all of R”, vanishing at infinity which is a classical non-negative, 
non-trivial solution of the equation (G). 
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1 Introduzione 


Notazioni principali e alcune proprietà di Sy 

Con i simboli Vu, V?u e Sx(V?u) indicherò nell’ordine: il gradiente, la matrice 
Hessiana e il k-esimo operatore Hessiano di u. Il k-esimo operatore Hessiano della 
funzione u è per definizione la k-esima funzione simmetrica elementare degli auto- 
valori della matrice Hessiana di u. Per chiarirne il significato ricordiamo che il poli- 
nomio caratteristico ps di una matrice B € M"*" soddisfa la seguente uguaglianza, 
vedi [7]: 

(-1'pa(a) = e" — S1(B)e"1 +...+ (-1)"S1(B), 
dove S;(B), con i = 1,...,n, rappresenta la funzione simmetrica elementare di or- 


dine i degli autovalori della matrice B, ovvero i coefficienti del polinomio dell’equa- 
zione secolare 


det(B — XI)= 0. 
Quindi: 
Si(V°u)= YA; = TrV?u = Au, 
i=l 
S(V?2u) = DA 
i<j 


” n 
S(V?u)= I] = det(V?u). 
i=l1 
In modo più esplicito Sx(V?u) è la somma di tutti i minori principali di ordine k 
della matrice Hessiana, cioè la somma dei determinanti di tutte le sottomatrici di 
ordine k simmetriche rispetto alla diagonale principale, vedi [7]. 
Per esempio se n = 3: 


du du du 
dx? dr, dr2 dr3071 


2, _ du du du . 
Vus! Fed 05:  dx3dx, |’ 


du du du 
dr10x3 dx20r3 0a 


quindi: 


3 du 
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du du du du 
perk=2, S(V°u) = dr dr cl) +00 drî ori Ga 
0 u du du 


ti 


A TANN TI? 
perk=3, S3(V?u) = det V?u. 
Da questa osservazione è semplice dedurre che Sx(V?u) è omogenea di ordine k, 
cioè: 
Sk(tV?u)=t"Sk(V?u), Vi> 0. 
Pertanto grazie all’identità di Eulero si ha: 


0SKV?u) 6° 


Sk(V?u) 
H La ari; dr:01; 
Osserviamo che Sx(V?u) si può anche scrivere come: 
1 du 
2 = È Te VA i 
Sr) FL kl Uii Badr, 


dove, per 0 < r < n- 1, T,(V?u) è la r-esima trasformazione di Newton definita 
nel modo seguente: 


(-1)"T.(V?u)=(V?u) — Si(Viu)(V?u)Y+---+(-1)"S.(V?2u)I. 


Si riconosce facilmente che, vedi [8]: 


MIC Ou du 
T. y2 s= He ses i si 
(V°u);; int dr; dx; 0r;,07;, 


dove gp) indica la delta di Kronecker generalizzata: 


A è ($ nl pa or LICEI S A 
1 se î,...,î,,î sono distinti e ( } 7) è pari 


13 :--3%r 

dr cadr _ Li : 
6° gira — 1 i ® E di a J1::»-:Ir è dî î 
—1 se î,...,î,,î sono distinti e ; ì é dispari 

13 Sr 4.4. SF 


0. altrimenti. 


L’origine del problema 
Le curvature principali di una superficie di R"*! nel punto ro = (0, do), con 
teR"eîe R, sono gli autovalori della matrice Hessiana di una funzione f il cui 
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grafico, almeno localmente, rappresenta la superficie in un intorno di to quando, 
con una opportuna scelta del sistema di riferimento, ro coincide con l’origine e 
Vf(0) = 0, vedi [6]. Quindi, in generale, data una superficie che sia il grafico 
di una funzione u rispetto ad un sistema di riferimento definitivamente fissato, 
gli autovalori della matrice Hessiana non coincidono con le curvature principali. 
Infatti le curvature principali sono gli autovalori di una matrice più complessa 
di quella Hessiana, ottenuta a partire dalla seconda forma fondamentale della 
superficie. Pertanto lo studio delle funzioni simmetriche elementari degli autovalori 
della matrice Hessiana di una funzione u costituisce un primo approccio allo studio 
delle possibili curvature della superficie rappresentata dal grafico di u. 

Per esempio se n = 2 e u(x,y) = 2 è di classe C°, allora le curvature principali del 
grafico di u sono gli autovalori della seguente matrice L(u): 


d du d 
Vu 1+ (Gy) — da dy 


- (1+|[Vul]l)}?? | audu 
dr dy 


Quindi, quando ||Vu|| + 0, la matrice L(u) può essere approssimata dalla matrice 
Hessiana V?u e in tal caso Sx(V?u) approssima Sx(L(u)), cioè la k-esima funzione 
simmetrica elementare delle curvature principali della superficie data dal grafico 
di u. 

D'altra parte se k = n, allora, vedi [6] : 


L(u) 
1+($6)° 


Sa(V?u) 
(+ Vara 


dove K(u) è la curvatura di Gauss. Pertanto, anche per k < n, al posto dell’equa- 
zione: 


Sna(L(u)) = K(u)= 


Sk(Z(u)) +(-1)*7 f(u)=0, 


è naturale studiare la seguente analoga a (G): 
Sk(V?u) +(-1)*7!(1+|[Vu]}?)"f(u)=0, 


dove s è un numero reale non negativo. 

Motivazione della presenza del coefficiente (—1)*-! 

Se in analogia con il classico problema di Dirichelet su un aperto limitato Q di R”, 
consideriamo il problema al contorno: 


(A): { Sx(V2w)+h(w)=0 


Wh=0, 


allora le soluzioni ammissibili per (A) sono negative se h(w) < 0. Secondo la defini- 
zione di Caffarelli, Nirenberg e Spruck, una funzione è amimissibile per Sx, k > 2, 
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vedi [9], se gli autovalori della matrice Hessiana appartengono alla componente 
connessa I dell’insieme 


{A = (A1,...;An)/la k-esima funzione simmetrica elementare di Aè > 0}, 


che contiene il cono {A/A; > 0e 1 < i < n} per ogni r € Q. Inoltre se w è 
ammissibile per Sx, allora Sx(V?w) è ellittico, vedi [9], cioè VE, ||{|| > O, Vr E Asi 
ha: 

0S(V°w) 


Lia 


ij 
Per l’identità di Eulero vale: 
1 0S:(V?w) d°w 
2 = — e e 
SV 1) mi k L Ori; 0x;0x; 


ij 


Quindi se w è ammissibile per Sk, l'operatore: 


0SV°w) 9° 
ni” a Ori; 0x;0x; 


è lineare ed ellittico per ogni x € £. Pertanto da (A), con w ammissibile, segue 
per il principio del massimo che; 


supw=supw= 0, 
Q 99 


cioè u è negativa, vedi [6]. Per esempio nel caso dell’operatore di Monge-Ampére, 
se n =2 il linearizzato di, vedi [6]: 

d0w d°w E 

dx dg ‘dxdy 


S(V?w) = det Vw = La, 


è il seguente: 
0S, 95 
OS, 95 
drm Ora 
Quindi F = det V?w(V?2w)!, cioè V?2w è definita positiva se e solo se (F°) è 


ellittico. Pertanto w sarà convessa, ma poichè-ujo = 0, w sarà negativa. In 
realtà dunque, siamo interessati a stati fondamentali negativi; d’altra parte per 


F= 
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i risultati di Gidas,Ni e Nirenberg e Franchi-Lanconelli, vedi [4], è ragionevole 
cercare soluzioni a simmetria radiale. Pertanto, posto u= —w > 0, da: 


Sk(V°(-u)) + g(IIV(-u)I1?)f(-u)=0, in R” 


u>0 


u(7) 0, ||e]] + co, 


segue: ‘ 
Sk(V°(u)) + (-1)g(IW(u)]?)f(u)=0, in R” 


u>0 


u(z) +0, ||z]] + co, 


dove f(s) =—f(-s). 
La letteratura esistente 
La struttura degli stati fondamentali è stata inizialmente studiata per equazioni 
del tipo: 

Au+ f(u)=0, in R” 
da Gidas, Ni e Nirenberg i quali provarono che per f di classe C1+‘ in un in- 
torno di 0, con f(0) e f'(0) < 0, gli stati fondamentali sono necessariamente a 
simmetria-radiale. Sotto ulteriori condizioni poste su f l’esistenza di stati fonda- 
mentali a simmetria radiale, è stata oggetto di studio da parte di numerosi autori 
fra i quali: Beresticki-P.L.Lions-Peletier, Atkinson-Peletier, Franchi-Lanconelli e 
Franchi. Mentre l’unicità è stata studiata fra gli altri da: Peletier-Serrin, Kwong e 
Franchi-Lanconelli-Serrin. In Particolare per il problema che ho esaminato, almeno 
nei punti essenziali, ho utilizzato la tecnica dei lavori di Franchi-Lanconelli-Serrin, 
per il caso quasilineare, vedi [3], e di Franchi per l’equazione di Monge-Ampère, 
vedi [5]. In entrambi i casi per dimostrare l’esistenza di uno stato fondamentale si 
fa uso di una tecnica precedentemente impiegata da Beresticki-P.L.Lions-Peletier, 
vedi [1], e da Peletier-Serrin, basata sul metodo cosiddetto dello ”shooting” rela- 
tivamente alle equazioni di Poisson semilineari. 


2 Esistenza 


Ipotesi fondamentali 

Le condizioni sotto le quali opero sono essenzialmente le stesse assunte da Franchi 
per studiare un problema analogo per una classe di equazioni di tipo Monge- 
Ampère, vedi [5]: 


Sn(V°u(e)) = det(V?u(2)) =(-1)*g(|IVu(2)]]?)f(u(2)), in R”, 


che si ottiene dalla (G) per k=n. 


(1): f:[0,00[+ Rè continua e localmente Lipschitz continua su]0, c0[; 


(I): esistono a>0e 7 in ]a, co| tali che f(u)<0 per u €]0, al, 
f(0)= f(a)= f(7)=0 e f(u)>0 per u €]a, al. 


Nel caso ”modello”in cui g(p) = (1 + p)?/?, se s > 0, si ha il seguente: 


Teorema 2.1 Nelle ipotesi (IL) e (12) se 0<s<k+1<n4+]1, allora esiste uno 
stato fondamentale per l’equazione (G). 


Schema della dimostrazione 

Poichè cerco soluzioni a simmetria radiale, studio il problema relativo alla seguente 
equazione differenziale ordinaria 

, si n- k y' » 
lr ot + (-1t9(y9)(y) =0, "> 0, 
con 
y(0)=0, y(0)=0 
Pea plr)= 0 - 


dove f(s) = Gens). 

-1 
Con un opportuno cambiamento di variabili il problema può essere riscritto nella 
seguente forma: 


(08) + Bag 4 (-1)-tg(0240-0/8)f(1) = 0 
pet SRI 
v>0 


v(t) +0, t + 00. 
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Come nel lavoro di Franchi è naturale considerare il seguente problema ellittico 


1]1k-1,,/Y/ jk-1,,! 

v v Q. v v . 
SI Vi te + AU 7a- + f(v)=0, in Rt 
g(t°70/*|9"|?) g(t°72/°|0']?) ui 


(Pa): v(0)=0, v>0 


v(t) +0, t+ co. 


Una soluzione v di (P,) è detta regolare se v € C1 e lv'|F1v' € C1. Se provo 
l’esistenza di una soluzione regolare, non banale, decrescente, del problema (P.), 
allora v è soluzione di (P;) e quindi di (P). Per ottenere questo risultato, stu- 
dio il seguente problema regolarizzato supponendo che f sia localmente Lipschitz 
‘continua su [0, col: 


ASI Qnk M.(v') RA 
— 13 + = 73° + f(0)=0, in Rt 
TE + Ba +10) 
(Pe): 1 v(0)=0, v>0 
vt) > 0, # + 00; 


dove 

M.(p)=(p°+e0)fD"2p e 0<E< 6. 
Con questo accorgimento, già impiegato da Franchi, evito che il problema degeneri 
quando v = 0. Pertanto per ogni e > 0.i problemi (P.) sono regolarizzazioni 
ellittiche di (P)). 
La dimostrazione dell’esistenza di stati fondamentali per (P.) è suddivisa in due 
parti. 
Nella prima parte tratterò l’esistenza e l’unicità di una soluzione globale per il 
problema di Cauchy: 


M.(v' d a M.(v' “i 
Te + Lao +10 = 


Pe: 5(0)=" 


quando 7 € [8,7[ e 


B=inf(s: f " f(t)dt > 0}. 
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Nella seconda parte proverò l’esistenza di un n € [8,y[ la cui soluzione corrispon- 
dente è uno stato fondamentale (metodo cosiddetto dello ”shooting”). Vediamo 
schematicamente in che cosa consiste la dimostrazione di questi due punti essen- 
ziali. 

Soluzioni globali per il problema di Cauchy 

Provo l’esistenza e l’unicità di una soluzione locale di (P3.) dimostrando che 
l’operatore: 


K:A-A 
A= A(6,p,n)= {ve C*([0,6))/ v(0)=n, Ile - nl] <p}, 


K()=n+ f Me [OPE EWA, 


quando $ e p sono opportunamente piccoli, è una contrazione, vedi [2]. Successi- 
vamente estendo la soluzione a tutto R+ e concludo la prima parte dimostrando 
che la soluzione v, del problema di Cauchy (Pz) € v, dipendono con continuità da 
n € [B, 7[ su ogni sottoinsieme compatto di [0, col. 

Esistenza di uno stato fondamentale per (Fx) 

La dimostrazione dell’esistenza di uno stato fondamentale del problema (P.), a cui 
accennerò per sommi capi, è basata sul cosiddetto metodo dello ”shooting”, vedi 
(1), [3], [4] e [6]. 

Il problema di Cauchy (P:.) ha soluzione per ogni n € [B, 71, inoltre si possono 
verificare solo tre casi: 


1) vn(t)>0, v/(t)<0 in ]0, 00f; 
2) esiste T,>0 tale che vj(t)<0 in ]0,T,[ e (77) =0; 
3) esiste T,>0 tale che u,(t)>0, v(TI)=0e v(@)<0in ]0, Tl. 


Siano: 
I*={n€[B,7[: infu, > 0} e, 


I-={n€[B,al: v(R)=0 per qualche R > 0}. 


I+ e I- sono non vuoti aperti e disgiunti, pertanto la loro unione non può essere 
[8,7 per ragioni di connessione. Quindi esiste almeno una soluzione non banale 
del problema di Cauchy per cui v,(t) > 0,0/(t) < 0 in ]0, 00[ e lim;_.o v(t) = 0, 
cioè uno stato fondamentale per (P.). Poichè in generale supponiamo che f sia lo- 
calmente Lipschitz continua su ]0, c0[, concludiamo la dimostrazione dell’esistenza 
di uno stato fondamentale per (P;) nel modo seguente, vedi [2]. 


Con l’ausilio di opportuni mollificatori si costruisce una successione di funzioni fe 
in modo tale che per ogni j, fi, soddisfi (I) e sia localmente Lipschitz continua su 
[0, co[. Inoltre f., + f quando e; + 0 per j + co. Quindi per ogni problema (Pi) 
esiste uno stato fondamentale U:;. Infine con una opportuna tecnica è possibile 
provare che la successione u., converge ad uno stato fondamentale di (Pi). 
Conclusioni 

Seguendo lo schema della dimostrazione appena esposta è possibile provare l’esi- 
stenza di stati fondamentali per una classe di funzioni 9 più ampia. Infatti vale il 
seguente: 


Teorema 2.2 Sia f una funzione continua su [0,c0[ che sia Lipschitz continua 
su ]0,00[. Supponiamo: 


î) esistono a>0,yin]a,co[ tali che f(u)<0 per u €]0, a[, 
f(u)> 0 per uE]a,a[ e f(u)= f(a)=f())=0; 
ii) esiste B=inf{v>0: J f(t)dt > 0} €]a, 9[; 


Dove g è una funzione differenziabile su [0,00[ tale che 0 < tg'(t) < 59(t) per 
s > 0 opportuno. 
Se0<s<k+1<n+1, allora il problema (P.) ammette uno stato fondamentale. 


I risultati ottenuti non consentono di affermare che pers= n+2ek= n l'equazione 
(G) ammette uno stato fondamentale. Viene cioè escluso il caso della curvatura 


di Gauss. 
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